Functii

Fie A si B doua multimi nevide. Se spune ca s-a definit o functie pe multimea A cu valori in multimea B daca printr-un
anumit procedeu (lege, corespondenta), notat cu f, fiecarui element x din A ii corespunde un singur element y din B.

-_(‘; A — citim f definita pe A cu valori in B
b ko, 0D

A - domeniul de definitie al functiei f ( este functie )
B - codomeniul sau domeniul valorilor functiei

f - lege de corespondenta «

y=f(x) valoarea functiei in x sau imaginea lui x prin f

x - preimaginea lui y prin f
[ .
f(A) - multimea valorilor functiei f (NU este functie )

fOA) - HL'M e n}

Modalitati de a defini o functie

1) Cand domeniul de definitie are un numar restrans de valori se defineste sintetic (tabel de valori, diagrama cu sageti)
% | (I S
gl oy s g

2) Cand domeniul de definitie este format din numar mare de elemente sau este infinit functia este data analitic
( formula sau regula de asociere )

£ — R, ooz 1oy

Obs. Functia f(x)=x se numeste functia identica.
Functia f(x)=c, c numar real, se numeste functia constanta.



Graficul unei functii

Se numeste graficul unei functii f multimea G-F: {(x,f(x)) | xe Ej

Restrictii ale unei functii

Definitie

fre >

%-_A — &, A+t ) -ﬂ-(x;-.}(a«))\;‘neﬁ( 7}
N

=y j’ restrictie a lui f la A

£ prelungirea lui g de
3 laAlaE

Doua functii { A—=Bsi gtE—=F sunt egale daca sunt verificate simultan conditiile

a) A=E ( au acelasi domeniu )
b) B=F ( au acelasi codomeniu )
c) f(x)=g(x), ¥x €A

Notatie: f=g

Doua functii f si g nu sunt egale si se scrie f £ g, daca cel putin una din conditiile a), b), c) nu

este satisfacuta



Functii numerice

Definitie
'F + & — F functie reala de variabila reala sau functie numerica.
n N
(8 i~
Proprietati generale ale functiilor
Functii marginite
Definitie

{ © D — {1 este functie marginita daca multimea valorilor este inclusa intr-un interval marginit de numere reale.

Definitii echivalente
f marginita daca 3a,bE R, a¢b, astfel incat Jrmn {: < [a\&]

f marginita daca 3M70 y astfel incat  § F(m‘ LM ] e

Functii pare, functii impare

Multimea D se numeste simetrica daca V‘qc eh=>-xe ™

Functia f: D—>R, D simetrica, se numeste functie para daca f(-x)=f(x), \Lxe D.
Propozitie

Graficul functiei pare f: D —=R este simetric fata de axa Oy.

Functia f: D —= R, D simetrica, se numeste functie impara daca f(-x)= - f(x), \fx €D.

Propozitie

Graficul functiei impare f: D — R este simetric fata de originea reperului.



Functii periodice

O functie f: D —R este periodica daca I7 {_—,R#astfel incat f(x+T) = f(x), ¥ x € D.

Numarul T se numeste perioada a functiei.
Daca printre perioadele strict pozitive ale lui f exista un cel mai mic T, ,atunci T, se numeste perioada principala.

Functii monotone
Functia f: D —» R este crescatoare pe D daca ¥, '1(1_ e D ) 4 LNy =5 { ) £ QC’(L) .

Functiaf:D—yRestedescrescatoarepeDdaca\d)(”?(\{—b, w0 & n =) ‘F("') > ,F.U(L) .

Dacainlocde ¢ (z) avem { ( 7) atunci se numeste strict crescatoare ( respectiv strict descrescatoare ).

R - Loy -

i -
f,.__,_.}\ se numeste raport de variatie , ¢, ,1¢(,_ & D y M F Ao
‘)(. - Wy

Daca R >0 atunci f este crescatoare pe D.

> f monotona pe D daca este crescatoare sau descrescatoare pe D.
Daca R¢ 0 atunci f este descrescatoare pe D.

Compunerea functiilor

Fie functiile : A=—»B,B<= C, g:C—>D.
Se numeste compusa functiei g cu functia f functia h: A=—>D cu proprietatea h(x)= g(f(x)), \FxeA

Compusa functiei g cu f se noteaza h=gof .

Operatia prin care h=gof se obtine din g si f se numeste operatia de compunere a functiilor.

f




Aplicatie

Se considera functia f definita de diagrama urmatoare si multimile

A=(2.35

B:%A,S,}E} DR ICORN Y f
iy ) FB) < f1y75,740)

F=[01 ={-5)

o +c)={-5)

a) Sa se determine imaginea ‘HX): {-‘L;"‘\ ]"5,0) -

multimilor X, A, B, C prin functia f.
b) Sa se determine preimaginea multimilor
D, E F, G, Y prin functia f.

°117 () = alxex fogedlz (a5 ) R —y Y
eer= (o SR

I IPRIAS

@) ‘—{“3 A7) = "‘I’CGX focyevd =40y, a 5,0

Aplicatie

';(A) = S 4, 3 5 ( imaginea multimii A prin f)

‘[[B) ud {3 l] S (,} ( preimaginea

multimii B prin f)
A=frr 3V C E

R={bc,dyc¥

Tema: pag. 103, E1-E6
pag. 104, E12, E13
pag. 108, E1



Aplicatie

Fie functia f: R~—> R, f(x)=3x+7. Sa se determine functia g: R —>R stiind ca (gof)(x)=-6x-5, Ve R.

Rezolvare:
o do0 - ok({—c“l): ‘3(3’_5;*_3 ) = Yl = A+l = R (1cpr)+ b= dax+Tash
Fie g )= axt +b v vx e R
= - e L
(%,o—}-)bi) ex- 5, ¥rei P A T RV
&o&)("}:‘&nmr{-”‘l—:\-ﬂo Ve L /

=S VYax+CW 4Fato +T 0 P el =y (20\"‘()7( + Zatb+zp el

:>{“>"L*C=O 235"“1‘{:-2 :){a:—l _})50\:-1
Fa+b+Tz0 o b= —¢ 414 b= o

Deci %’h(] ==X +9
e J

Aplicatie

Sa se determine functia de gradul | f: R~ R, stiind ca (1) =3 si f(0) = 2.

Rezolvare:

f functie de gradul | =3 _[_r_u; = &N+ b A £p
Fy=1y [0\'\“9". 3
=

o=
Floy= b= 1 =’ { - =2 J-L,LI': H+ L



Aplicatie

Sa se determine intersectia cu axele de coordonate a graficului functiei .F Ou) = __( w o= ¢ € R
Z ! )

Rezolvare:

Oy N Gﬁ I\(alﬂ,)l)
=20 =y \574(0)—_—‘{»(‘)—31.—3

0N G, ={CC 0} t////

=0 =5 l)(-'&:O\'l =) ) -b -0
L

O -

=y W= C /

Aplicatie

4

%
Se da functia f: N —s N, f(n) = u(211) (ultima cifra a numarului P ). Sa se arate ca f este periodica si sa se precizeze
perioada principala.

Rezolvare:  fr1) = o (2') .’._M(}_)=3' £z M.(zx):b\(za) =4, £3 = () =g
Floysam(2®)= m(te) =0, F(S)=m (%)= m(37) =@, FC )z (2 )=m(6h)z= g
Se observa ca valorile functiei se repeta din 4 in 4. In general avem :

)z m (™) s n(()) - m(16°) = ¢

‘ff(LlK+t)‘=M('1.l‘H')*- u((z")"-z): wlc* 1) - 2

Haesz (s (245 < wpacts ) g

Foen)e w () (09 8) - i gy~ s

Deci f (n+4) = f(n), Vn eN  si To =4 (perioada principala)



Aplicatie
Fie functia f:R—> R, f(x)=(3m-2)x+5 m & R. Sase determine m €R stiind ca (1,6)€ G{ .

Rezolvare

UEYE G =y fC) =6 =5 pamn-2)ats =0 =

!

<

‘-‘-7"2)""’\*-7_-4‘5—:@ “:75’\/\'\ - ¢ -3 ':.>'B'\~\"’5:>
g 5

=) Moz )

G{Jd1ﬂ7\%CQUU\Xéb%

Aplicatie

S -
'2_")‘5 ' o< T -1y

- L =S A(L‘}-L‘th—tl-|l{’3(3)(-—“)-—-]1?( =)

CGYNL-¥n+ L L g1 =33 ~102 ¢=)
=5 200433 L 820 4 90— L N <=7

) L3y 2 S lis &=

_ 231% 3
“v-7-;: Lo L'—‘-)7c.€-(L'jz 11"’0)

5



Aplicatie

(et d) (1)

rERT A Y
70 |~s0 4 "}A - | toe L_OWL-FH)(’L_H) 7O (=
24| — 0 4+ & -+ -+ Tt D
7G4 -~ - 0 = = e (b, - YU+
PR 4+ O — — v A+ 4 ( ) /L) ( ! )
20043 - - -6 4 +
) — 0 A+ | = 0 4

Pl) = (x+4)(n+1)

HK4+h =0 =27 = -4
2 WAL —e = A = =4
R(%) = Py - ((-u.)(nur) ) U \
LI+ T+ D Li4y=0 &Er L =-3 &) = - —
-
Aplicatie
Sa se rezolve inecuatia: 7-14 + 14 < _G:__‘:.:—\LD - \ﬁj
7 = =
Rezolvare:

E:.;‘-’M 4l < LNV:,_N—IH )'L ey 3(2-9)+bn €2 (b-to) =Y =y
S U-1F) 484 Sy -Lo~14 &y ThYy -1y -2FY ¢ -Ww ~2 ~ B4

=)
=y 101y-133 < b1 =84 =y 359 < -8 [y
Gy M e-5 iy =y oy o< ,_23’_ =Y
D) ‘ﬁé(—w]—-gj
s
yd ya F% ? >
7777 77T T



Aplicatie

. -y (rs)
Sa se rezolve inecuatia: —— ——~— "¢

20—
Rezolvare:
AR Rl il -3 - e (’"’WS)(?&.-& s)

Lo (=
=y |4 4+ A4 40— — = T -
n+g |—— - 0+t + + + + +
Peae) — = -0 4+0 — — — = o) R(-"(—}(O(:;..)

Ar [~= = ~ = —-0~+t =) % (=S, -DU (2, o6)
peg [4 4+ 4 0 --0 %+ — — -
Ple)= (~a-y)(aas) | TN Ee =)=
Ry . P H+§ = 0= w 0§
-';(-7. Wl = 0 =) W= g

Aplicatie
Sa se rezolve inecuatia: \ -1 D3 ~-5 .

. I _ -
R__ezolvare. [Cic— 1| _Y(Q?L—L),Q)L—L‘?,o =7 Lz Lo, 2 -;L-ncéil__? )]

_.(C;{_._-L)‘c:j.-l,r...b =y b et (=) Wl o, xe (_-.oj_'_)
3 3

bYowe ("""\‘i) =7 inecuatiadevine ¢ (6U-1) % 3I1-5 (=) (W =3 T L -¥ =)

I 30273 @) APl ne (L) +0)

Slz (__cr:)\lj ?ﬂ(—ll-f' o) = (-1, '; )

- g
= ya f\.{\(\"’ >~(-°<‘J
7 //K/VV

l] ) @E% T °°) =) inecuatiadevine - (LX"2) 23 U=F (=5 - LU +L 33~ 5 c=; 24 2 Lnadx

. G FZ2HIC =, F = o9 e (- oo“:_:‘_)
,-- - (. 1 - (- P { - [

S=qus,=( ‘1-;))' S, ( D".;)(\E-},%‘M) 'l‘_“ll“s—) ' oy
3 I 2 b = f/; ﬁ/’ [N
5)-7-_;01:;'-7?(/\} o - 7 C VAR }+0b



Sa se rezolve inecuatia —— " 2 O
LR 13
Rezolvare:
iy
S 4 3 —+ o
mM-V3 |~ - -2 Dy 1%- 3 O e[V 3
2z, (= [_,"
R LN + =+ —+ —+ = O - - - 3’7( 7 S z )] )
-3 | - - -~ o.,,_\.'__—-
-

-3 2 0 =) L=y ery =

LYol =2 9 &) X =y

Aplicatie
Fie functia f: R—>R, f(x) = ax + 6. Sa se determine a £ R daca graficul functiei intersecteaza axa Ox in punctul A(-2,0).

Rezolvare:
O o= (ALY =y =0 s = fer) =0 =
= ANt T 0 =) —24 4L 0| (-2)

-y & -% —o - o"\:_g.



Aplicatie

Sa se alcatuiasca tabelul de monotonie si tabelul semnului pentru functia f(x) = -3x + 9, x R.
Rezolvare :
7 ‘ i + = f strict
4(7{):—-17( +ﬂ| + =e \ _ oo descrescatoare
2 l - oo % + oo

fog=-3449| + 4 4 + F 10 =

‘FC)LI-«OL-_»—SR-I"?: Q&) ~x+1 20 (=) PR

Aplicatie

{UC%-V) =1 c:)?v.): N -R

—'1-"1’(3’1‘1)31 2y =Nt C =R =) =) Yo S e x=)

- =+ =|
{ 0=\ =) { = adica dreptele se
R T PR B | M= intersecteaza in (1,1) \,\
Sa facem si grafic. >
W | ] 5
9=1-10 | 2 1
1

_o= | iy
K 2 1 / S 1 g




Aplicatie
) ) ) o - WA 19y =1
Sa se rezolve si sa se interpreteze geometric rezolvarea urmatorului sistem de ecuatii : K- §y9=7

Rezolvare:
LK-HUV):1 ( metoda — oy =1 ’
-5y =31 reducerii ) - 290 ~toy = 14 1t
- K
B v/ = IS =) W= — = S
‘L%:S =S 7t=8 -- ’
§-Svz * -3 =59
_— A
-— . - L‘-—-—_____—-_ v
E"L =3 L = Sistem compatibil __ drepte intersectate in B ==
w2 determinat punctul P (5, -2/5) : e
2 Q 4 ?t—i—lo\')z‘_, ':‘)\j::( :
- IU
\ﬁ'— Li;’} l/Io o =0 =7 _ 1= ! - i—y"‘l‘—’
0= lo = 'I_O. —_
e © | - -
- — - A=SY=F =D 9= _if-k = ji;: daca se prelungdesc dreptele acestea
yo 23 2 /e rm o > = oF % se vor intersecta in P (5, -2/5)
P
Aplicatie

Sa se rezolve sistemul de ecuatii pe cale grafica si sa se verifice rezultatul gasit rezolvand pritr-o metoda algebrica :

- =

{:L |L Y+ =0 (4D Rezolvare: pentru a reprezenta dreptele aflam intersectia cu axele.
-—')t+~£—j-?r’:o (d,_] sy 13

z =g =5 2:0-3V 4+ =0 => 1R =13Y -.-_)\j:TrjP A-(G,T&J

@) _
Jme =X LI 00 M TO 2 ayzly = x = 2> Bk, 0)

M
20 =y -L0 41y —179 =2)3y -1 . _ 28 ¥
(ﬂ\ﬁijco ) - o R >Ev =3 = 9= 3 ->c(o,_3)
Y=o = *-';;N.+ %.o 320 = -:—_71—_1 = A= ~lh -=‘rb(-rl.,0)
{LJ‘L-—}‘_’) +28 = v i {L‘n.—;v) + 2% =0
! = = e -f-l}
- ~lx+2y-2z0lf e+ 3y -2y [
C - A d“,,b*'l—— hA Hj .I
LI=1Y) + ¥ ~©O sistem compatibil
LA-3Yy t218 = 0 nedeterminat
- 7 ¢ (drepte confundate)
d, = ol




Aplicatie
Fie functiile f,g : R —>R, f(x) = 3x-2, g(x) = 2x-1. () M= de—1
a) Sa se reprezinte grafic in acelasi sistem de coordonate.

=) 3h-1L=Lu-\
b) Sa se determine punctele comune ale graficelor.

Y= L)

Rezolvare:

*)

=2 - =1-0 =>

=y 7=\
s | 0 1 A
fog=vewca]  -u . W TH-lz L by =
— = _
A=o =79 30-1 - -1 > [L L T T
=1 =>YMr)a-ts - =
x=1 =My -z Ip--of punctul de
o ! " 5 intersectie a
gumgred o crepicor

o =y4=1.0-1=

A=) =V ztl-1 = | / -1

Aplicatie
Sa se rezolve si sa se interpreteze geometric sistemul: { Tr-y Lo

r1x"Y-3=zo
Rezolvare

Zq_u(_v)-tl =0 _ {l}‘ M=

v
LI -+ D ;O"(—J 1N Y -3y = o
—_—
-3 = ©
=7 sistem incompatibil (nu are solutie)

=% drepte paralele

2 (a
ERESTR N0

("
)
2( 0) mb
g

2C

9= 21+ }J




Aplicatie

Sa se rezolve si sa se interpreteze geometric sistemul: r-y Lo
Lx~Y-3=2o0
Rezolvare
{'Lit-v)11:o {uu—\)_tq—.u
LI -+ D :_o[,(_‘|) SNt -3y = o
e e
-3y = o &, -1=0 (F)

=7 sistem incompatibil (nu are solutie)

=% drepte paralele B

L (@ [
geoe B0

@
MEREES U @

ECFL-!))(-#—((L-HJV); L ) {J’}/ﬁri( -rf;_/\j ™ = ¢

(ﬁ*'])x—(l.—ﬁ;‘j: '1_\-' NEVZTE T +\Cz_/\j-\9 P

TN ALY = h L =,
(ka{*ﬁ.‘y\-\;/:b
{\fl‘k'yft-r\ﬁj-—/‘ﬂcl )
o iy = 8 [t e +\f{7=H

A R I bavios
— t Yoz e TS —tfl,(\tf'l_)-:_l_\

Jn -\-fL)\’t-q_('l 24 =y

= Vi n = helye &)
- . h-in
)-{ . 1Y
=, - X~ = <N~
N 3 =2 X 1~

=)

C
Y) = Wt T

Ak I

=1

{

=7 -\
9 vl



Aplicatie
L Fhy=¢

Fie sistemul de ecuatii: {: \
(M 42)oC 45y = parr

Sa se determine numerele m si p astfel incat sistemul sa fie:
a) compatibil determinat;

AR ER

o . ¥ T L - v I ):.—_i:“_sg
b) compatibil nedeterminat; =D .3 =y E LI VIR =,
) incompatibil. W= —— ~ P-¥
) l P w -k '3 T - . —-""‘-‘_‘_“m
Rezolvare: )
—_— W o= o2 P-3
L4y = Q) i iy AN T
\rvxwk+|'L1k+L,3]+‘-')—_f+’]_ = q = BA - Tk ¥R 4- Qv p
(s = ——

27-)(-0‘1\3 -~ P . LI VN

AR A ETEY) = L ) Daca A .-'z oA 1- huwa = g, sistem incompatibil

X t+6Y =@ Y= T-wvaC 2, L S

- —_ _ 4

[t}—. L - v 0 ey [ Y2 lorn T Y= ]-L N FNY = Lp+r ,L+z~3:__‘v_:s_t_‘;
PRrEchmae=® LKU’MM): v-2 drepte paralele

Sistemul rthy=¥®
(AL k Sy =pra

- h

J— - - =5 I\'J:ﬁ\/\q—l-g ‘_—_> 2L =4 v
RASS 3

L. a =) Sp=ip+? =y p-g
FtL 2

daca coeficientii sunt proportionali, adica

reprezinta aceeasi dreapta (sistem compatibil nedeterminat)

N\-\-{--L

S I
) T4 L

f;)M—\:i

Dar m nu poate lua valoarea 1/2 pentru ca ar fi sistem incompatibil. Deci nu putem avea pentru acest sistem situatia

compatibil nedeterminat (drepte confundate).

Mai ramane situatia sistem compatibil determinat (drepte intersectate) pentru a4 J‘L Vv ° e



Aplicatie
Sa se rezolve si sa se interpreteze geometric : Q}L+ 10 9= ‘5

Rezolvare: 2 - '5‘~j:—%

[%HIM: Bc.wE Flt10y =3

‘?/'J("' SLa:-l,l tl:'( —|'0\j < |L|
T —— =1
e =+ = %=

Ly=5Sv=-1 =) Z»F’—?-' -5y =?~/"|E=) h - 559 =33 =y 39=32 Y1y =,

S =4y 238y (o, \o—_-—‘__,L'_3

VS
Dreptele se intersecteaza in punctul M (E- - L” )
TR 5g
Drepte de forma x=m si y=m q

Fie A=(‘\m},m € R si B=R. Produsul cartezian A x B:{(w b)) | beB = 5 £

n
Reprezentarea geometrica a produsului cartezian este dreapta de forma x=m. *

( dreapta cu rosu paralela cu Oy)
0 Mn

Fie A=R si B:(m} . m € R. Produsul cartezian A x B={ (0&\"’"‘ ) ae A - ﬂ{j

Reprezentarea geometrica a produsului cartezian este b

dreapta de forma y=m. (dreapta cu rosu
paralela cu Ox)




*) Se considera f(x)=2x+3, x nr. real.

a) Reprezentati grafic functia f.
b) Determinati abscisa punctului de pe grafic care are ordonata

egala cu abscisa.

9 A
/O\KBONA—TEW(’-
% % ?"‘r ™M) K- ABscIsn Lo P
X¢ Jp - ORDoNATA LI P
0 '\( .
o AT SCLSE LOR
A B
&) x| (oY (1) J GZL
\j:{uul @ @ c Kw’rf
[ .f,‘l'b
$eor = .04y 041 oy Al A
Fer = 214y 24325 fj {‘J’F
-3
=9 2

5) JFOem) € Gy
M= 2C

-5
:>£’§'C“) 1@ = fOO =) = 4

=y 1 X +5 =9 = LI =D :')Lj_(j_-’ij



Monotonia functiei de gradul |

a) a > 0 atunci f strict crescatoare

b) a < 0 atunci f strict descrescatoare.

Functia de gradul | f:R—>R, f(x) =ax + b, a ié 0, este strict monotona daca
Y Y
0 18 Q0
o) )
Semnul functiei de gradul |
b
X | P ] - 'EL.- 4+ ol
0 semnul lui a

f(x) = ax + bl semn opus semnului

lui a

Aplicatie

Sa se studieze paritatea functiilor

D oo = )™ xer meN
Y foag=1 4K e(-1,1)
3) foo =\TTe  xet1,1)
h) £00) =y 20e Ryjo)
3) fly= 22— % -

) o e

Rezolvare

D L= (—’:\iﬂ\ :IL—‘AT “—_(?[:L)

ALY —
= 9 f—}w{,)) (s

Y
) -{l(—l’.)= T = ,f.(,-n) ) TR

A

%) {r("‘-)f b o (-x)"

H) ’R'(-—)L) = :lj)(' - -

:Jﬁ")LL""r(LJ‘L)?’F‘q}v&_
] . -
- - - L

% ,F 7LJ) \.miw

§) £t - o
T T T =~ {ou,

[-I—?t,

CI\M\'\M—&'



Pozitia relativa a doua drepte

Sisteme de ecuatii de forma ax+by=c, mx+ny=p, a,b,c,m,npER .

A J°, v | — coeficientii necunoscutelor x siy

[ S|

{‘U(_‘b\":c AL Comom vy eR
Myl 4 My o |
)= F ¢, P — termenii liberi

Ecuatia ax+by=c poate fi adusa la forma y=olx+ f&, adica ecuatia unei drepte.
La fel ecuatia mx+ny=p reprezinta ecuatia unei drepte.
In consecinta prin rezolvarea sistemului de ecuatii putem afla pozitia relativa a dreptelor reprezentate prin acele ecuatii.

Si anume: a) daca sistemul are solutie unica atunci dreptele corespunzatoare se intersecteaza.

b) daca sistemul nu are solutie atunci dreptele sunt paralele.
¢) daca sistemul are o infinitate de solutii (compatibil nedeterminat) atunci dreptele sunt confundate.

\) Y \j/\

N v y
7o N\ . T

Nim SVYBRSCTITUNVIC
W= =14 ! ' {7(':—“1‘("53 W=1h+3Y
Ay = =D . )
R : %(fl"ﬂ’v))d-'ﬁ\jfl Ar 4 9y ahy=3
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